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Первое исследование спектральной задачи для оператора Лапласа в цилиндрической облас- 
ти было проведено в работе [1], в которой установлено существование собственного значения, 
расположенного ниже границы непрерывного спектра, у оператора Лапласа, с условиями Ди- 
рихле в области, представляющей собой полуцилиндр, соединяющийся с ограниченной обла- 
стью достаточно большого объема. В работе [2] доказано отсутствие точек сгущения собствен- 
ных значений. Ряд результатов, относящихся к спектру оператора Лапласа в цилиндрической 
области, приведен также в книге [3]. 

В работе [4] доказано существование изолированного собственного значения для случая ло- 
кально гладко изогнутой полосы. В работе [5] рассмотрена, задача, об операторе Лапласа, с гра- 
ничными условиями Неймана в полосе, из которой исключена некоторая область. Для случая 
осесимметричной области установлено существование по крайней мере одного собственного 
значения. В работе [6] рассмотрена задача для деформированной полосы с условиями Ди- 
рихле и доказано существование изолированной точки дискретного спектра при сколь угодно 
малом поперечном растяжении полосы. Для доказательства непустоты дискретного спектра 
использовали два метода: первый связан с применением принципа Рэлея для неограниченных 
операторов, а второй заключается в сведении исходной задачи к уравнению типа уравнения 
Шрёдингера в полосе и применении принципа Бирмана-Швингера. Для доказательства непу- 
стоты дискретного спектра оператора Лапласа в локально расширяющейся полосе в работе [6] 
использован принцип Рэлея. 

В случае перехода от двумерной задачи о полосе к трехмерной о локально расширяющемся 
цилиндре произвольного сечения (при этом деформация цилиндра в общем случае неосесим- 
метрична) доказательство, основанное на применении принципа Рэлея, автору неизвестно. 

В настоящей работе задача о непустоте дискретного спектра оператора Лапласа в локаль- 
но сколь угодно мало расширяющемся цилиндре изучается с помощью метода, отличного от 
принципа Рэлея или принципа Бирмана-Швингера. Метод подобного типа ранее применялся 
к другим задачам, например, в работах [7, 8]. 

Пусть дан цилиндр О = ((2,у) Є Q, z Є (оо, оо)). Рассмотрим односвязную область Qi, 
совпадающую с цилиндром Q при z < д, Z > 22, такую, что Q С Qı при 21 < 2 < 29, с 
бесконечно дифференцируемой односвязной границей OQ}. 

Рассматривается спектральная задача в области Qı 


—Ди = К?и, (1) 
ulag, = 0, u € [2(О1). (2) 


Будем искать решение и из класса С°°(О\). В качестве спектрального параметра выступает 
k?. Цель настоящей работы — доказать существование по крайней мере одного собственного 
значения и собственной функции задачи (1), (2). 

Пусть Yn, An - собственные функции и собственные значения задачи 


Аъ = Ann, (т, у) Е 2, Vnlan = 0, (3) 


где A, = 0?/dx? + 6*/dy*, в поперечном сечении цилиндра Q. Функции Yn считаем орто- 
нормированными относительно скалярного произведения в пространстве [(9): 


E / а. 
Q 
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Известно [3], что непрерывный спектр оператора Лапласа в области Qı занимает полуось 
[Л1, со). Будем полагать, что выполняется неравенство 0 < К? < А. 

Для доказательства существования решения задачи (1), (2) рассмотрим вспомогательную 
задачу в конечной области с нелинейным вхождением спектрального параметра в краевые 
условия. Из существования решения этой задачи будет следовать решение исходной зада- 
чи (1), (2). Покажем, следуя [9], что решение задачи (1), (2) в бесконечной области Qı AB- 
ляется решением некоторой задачи в конечной области с нелокальными краевыми условиями, 
называемыми парциальными условиями излучения [9]. 

Предположим, что и — решение задачи (1), (2). Будем считать, что возмущение границы 
регулярного цилиндра имеет место при выполнении условия 21 +T < 2 < 22—T при некотором 
достаточно малом т, что, очевидно, не изменяет условия задачи. Рассмотрим функцию и в 
полуцилиндре (x,y) Є Q, 2 > 22 —т. Учитывая, что в сечении 2 имеет место и Е С°(9) и 
du/Oz Е С°(0), представим и и ди/д2 в виде разложений 


со 


Кеч 2) (т, у), = 24 ¥al 2). (т, y) (4) 


соответственно в ряды по системе собственных функций задачи (3). При этом ряды (4) в 
силу теоремы Гильберта-Шмидта являются равномерно сходящимися в области Q. В силу 
справедливости равенства, 


д Ou 
5, (и ‚4 )г Q G +n 
n)L2(Q) — Jz гло 
имеем Y,(z) = Z,(z) и Ou/Oz = У, 2.(2)}ф. (х,у), причем ряд сходится равномерно в 


области ©. Для коэффициентов Zn(z) из уравнения (1), учитывая, что 


д? the 
922 (№ Pn) 12 (9) 7 (ав) 109). 


получим Z" — (№ – k?)Zn = 0. 

Введем обозначение уһ = (Аһ — К2)!/2. Тогда для коэффициентов Z,(z) получаем пред- 
ставление Zp(z) = ае" + се)", где аһ, сь - некоторые константы. Для того чтобы при 
2 > 29 – т функция и убывала при 2 — оо, необходимо, чтобы Z,(z) = ane 1". Таким 
образом, функция и имеет вид 


и = У dnp ye (5) 


n 


при 2 > 22 — т, апри 2 < 21 +T - вид 


u = Увы (z, y)e™?. (6) 


В силу ортонормированности функций Yn для коэффициентов ane %7 справедливо пред- 
ставление 2267"? = (и, 4») г.(о). Следовательно, Z,,(z) = —YnZn(z) = –7һ(и, Фа)г(ә): В pe- 
зультате получаем 


д 
5 = Ум и, Фа) (9) Фп: (7) 


В частности, равенство (7) справедливо при z= 22. Аналогично при z < 21 + т получим 


z7 У an (us, Yn) (а). | (8) 
n=1 
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Таким образом, решение задачи (1), (2) удовлетворяет условиям (7), (8). 

Пусть 0; и Qo - сечения области ()1 плоскостями 2 = 21 и 2 = 22. Пусть У - подобласть 
области Qı, расположенная между плоскостями Qı и Qo: У = (x,y,z) С Qi, Z < 21 < 20. 
Обозначим через OV часть границы области У, принадлежащую OQ). 

Решение задачи (1), (2) удовлетворяет уравнению (1) и граничным условиям 


ulav = 0, (9) 
Ou = ди оо 
Oz =e У hlu, Pn) Lo(M2)¥n» 5: = У Yalu, Yn) (ол), (10) 
2=22 n=1 2 n=i 


где u € C®(V). 

Предположим, что и Е С°°(У) – решение этой задачи. Умножим уравнение (1) Ha произ- 
вольную достаточно гладкую функцию о, обращающуюся в нуль на боковой поверхности OV, 
и проинтегрируем полученное уравнение по области У. Учитывая условия (10), имеем 


2 œ 
(Vu, Уо), (у) + ` X hlu, Фп) Laa) (0, Pn) L9(0,) = k (и) (Vv): (11) 


1=1 n=1 
Обозначим S(u) = Е = Үп (и, Фа), (о) и введем пространство 
И (Е) = (иЕНЦУ), ulag, = 0, S(u) < оо), 
где 0 < k? < Ду, с нормой 
[ми = (Vu, Vu) (у v) + (и, и) гу) + S(u). 
Скалярное произведение в пространстве W(k) зададим формулой 
2 œ 
(и, v)w = (Vu, Vv) rv) + (из) (у) + У У lu, Yn) (о (0, Pn) La) 
1=1 n=1 


Предположим, что u Е W (ko) при некотором ko. Тогда u Е W (k) при любом КЕ (0, Л! |. 
Действительно, 


2 œ 2 ow 
У, > (Е) (и Vn) І2(9;) = — 
i=] n=l 


i=l = 


2 200 

7 n(ko) (и, Wn) i L2(;) p= 2,5 и, Yn)? 12(0;): 
Поэтому будем обозначать далее через W пространство W (К) при любом К. Пространству 
W, очевидно, принадлежат функции и Е С°°(У) такие, что ulay = 0. 

Справедливо 

Утверждение 1. Пространство W является гильбертовым. 

Доказательство. Необходимо показать, что пространство W полное. Пусть un - фунда- 
ментальная последовательность в W. Тогда в силу полноты пространства Н'(У) существует 
элемент и € Н"(У), к которому сходится un в H'(V): |u — unlla) = 0. Покажем, что 


u€ W и un стремится к и в W. Поскольку |lullf, = |41, цу) +5 (и и), то необходимо показать, 
что S(u) < оо, PEL] lun — u, Va) 60 + 0, п => oo. Для конечного числа членов 


суммы 5(и) справедливо неравенство 


2 N 


2 N 
УУ т (и, ПИР os wale чт, од +2. У) (и, а» (12) 


i=] n=1 i=l n=l1 1=1 n=l ` 
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где Um - некоторый элемент последовательности Un. Последовательность Un > и в H'(V). 
Следовательно, Un —> и в L2(Q;) по теореме вложения. Справедлива оценка 


N N A 
Ути — um, Ф) о) SCD Valu — um, п) о) < OVN У (и — um, Yn) 


Выберем функцию Um, удовлетворяющую HepaBeHCTBY 
2 
lu — им |2, (о) < =/(СМУМ). (13) 


Тогда о п | (м — Um, bn) Laal? < є. В результате с учетом неравенства (12) имеем 


N 


2 
215 (и) (о, < M +e, 


поскольку в силу того, что Un — фундаментальная последовательность в W, существует KOH- 
станта М, не зависящая от т и такая, что 


2 М 


2 УВ Э Уһ (Um Чт) <M 


$=1 n=l 


при N, не зависящем от т. Поэтому u € W, те. |lull?, < оо. Покажем, что последователь- 
ность Un сходится к и по норме пространства W. Действительно, имеем 


оо N со 
ЮВ In (м — Um, Pn) iala) < В Yn (м — Um) Pn) L(a) ея ` Эт (м — Um, bn) 1. (©) < 
n=l n=l 


n=N+1 


N 
< У (и — ит, Фа)1 (о, y+2 У Yn (um, Pn) E9(0;) +2 3 т (и u, Pr) Lala: 
n=1 


n=N+1 n=N+1 


Покажем, что последние две суммы могут быть меньше произвольного = при достаточно 
большом N. Выберем № (є) такое, что при k,m > №, (є) имеет место ||uk — ити < €. 


оо 
Поэтому $ 7 у Yn(ur — tim Wa); (я) < E Пусть N настолько большое, что для некоторого 
т > М!(Е) справедливо неравенство 


со 
os Yin (Un Чт), (©) < Е. (14) 


n=N+1 


Тогда это неравенство справедливо и для всех k > т, поскольку 


со со оо 
У; Yn (Uk, Фа)1,,(о,) < 2 У Yn (ит, Фит, (о) + 2 Э Yn(Uk = ит, Фт)1 (0) < 


n=N+1 n=N+1 n=N+1 


со 
Se 2 У hluk = ит, Чт) (©) < de. 


n=l 


Выберем N столь большим, чтобы при всех m > Nj(e) для всех элементов Um фунда- 
ментальной последовательности выполнялось неравенство (14) и для и выполнялось то же 
со 2 a 
неравенство >`„—м+1 (и, Yn), Q) < =. Для конечной суммы выполняется неравенство 


N N 
У hlu — Um, Yn)? L2 (Qi) j) S (u == Um, Фп)1, (0; 
=] n=l 
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Поскольку | ~ и. ||2„(о;) < Clu — чт|нцу), а Um > u в H'(V), то при достаточно боль- 
шом т справедлива оценка (13). Таким образом, полнота пространства W, а тем самым и 
утверждение | доказаны. 

Будем рассматривать в пространстве W спектральную задачу поиска и Е W и веществен- 
ного k, для которых справедливо равенство 


2 ою 


(Vu, Уз) т (у) + У У mlu, bn) (9: (©, Pn) (оц) = К (и) ту) Vu € W. (15) 


i=l n=l 


Обобщенным решением задачи (1), (9), (10) будем называть элемент и пространства W, удо- 
влетворяющий уравнению (15) при любом v E€ W. Докажем вначале существование собствен- 
ного значения и собственной функции вспомогательной спектральной задачи (15). Из суще- 
ствования собственной пары задачи (15) будет следовать непустота дискретного спектра за- 
дачи (1), (2). 

Лемма 1. Существует по крайней мере одна собственная функция и собственное значе- 
ние задачи (15). 

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу 


2 œ 
(Vu, Уз) rcv) + У У (и, Pn) (о) (0 Yn) (о) = U(K) (u,v) (у) Wo € И, (16) 


1=1 n=1 


в которой в качестве спектрального параметра выступает V, зависящее от k. 
При k? є [0,А!| билинейная форма 


2 œ 


(u,v)w = (Vu, Vv) (у) + (u,v) (и) + У У Yalu, Yn) (9 (©, Pn) L0) (17) 


== 


задает скалярное произведение в гильбертовом пространстве W. Уравнение (16) запишем 
в виде 


(u,v) w = (и T 1)(u, 5) т. (у). (18) 


Билинейная форма (и,%)т,(у) удовлетворяет неравенству |(u, v) ov] < || (у) < 
< |lullz.vyllullw, из которого в силу теоремы Pucca следует существование оператора H : 

— И’ такого, что: 
(и, 9) гу) = (Hu, v)w. (19) 


При этом оператор H зависит от параметра К. Оператор Н компактный, что следует из 
компактности вложения пространства W в L(V). 

Задача (16) эквивалентна рассматриваемой в пространстве W задаче и = (и + 1)Hu, где 
оператор Н определяется из уравнения (19). В силу компактности у самосопряженного опе- 
ратора H существует по крайней мере одно собственное значение, равное 1/ (л +1). Значение 
Vi можно определить из отношения Рэлея: 


СА se +. ко) [mca (20) 


i=] n=!) 


Далее нам понадобится 

Утверждение 2. Собственное значение 1л (к) монотонно непрерывно убывает в проме- 
жутке [0, МА! ]. 

Доказательство. Монотонное убывание следует из (20). Действительно, Yn(k) = 


= (An — k?)!/? монотонно убывает при k? є [0, A]. Непрерывность также следует из принципа 
Рэлея. 
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Докажем непрерывность 11(К?) слева в точке k? = Лі. Пусть точная нижняя грань OTHO- 
шения Рэлея достигается на некоторой функции Uy, т.е. 


и (1) = (van, Уш) )La(V) SPT (u1, Pn) 1 (©, ] J (isu) )L2(V): 


1=1 n=2 


Заметим, что 71(А1) = 0. 
Учитывая монотонное убывание 1л (К?), имеем 


2 о | 
(А — Ak?) — (№) < (vu, Van ea) +» S hA- AR) (u1, о] [tris = 


i=] n=1 


2 о 
- [Vun Vun +E Уна / erea = 


i=l] n=2 


2 2 œ 
Е 


i=l i=1 n=2 
< CAK. 


Таким образом, для любого € найдется Ak? такое, что ni(k?) – и (Л!) < є при Л! —k? < 
< Ak?. 

Пусть k? < Л - Ak? и u- функция, на которой отношение Рэлея достигает точной 
нижней грани в точке К“: 


2 о 
(к) = (van, Уш) а T Уу nun а) / баз) 


i=l n=2 


Тогда 


ôk? 
и (Е? — бк?) — 14(k*) < уем (К? — ôk?) — (k?) (ua, о] J aniden < CRs 


1=1 n=1 


Следовательно, при достаточно малом Ôk? для любого k? < А — Ak? выполняется неравенство 
и (Е? — ôk?) — м (К?) < є. Утверждение доказано. 
Докажем, что существует k?, при котором 1(k*) = k?. Таким образом будет доказа- 
но существование дискретного спектра спектральной задачи (15). Достаточно доказать, что 
© (ài) < А. Рассмотрим вариационный функционал при k? = А. Выберем в качестве проб- 
ной функции в вариационном функционале (20) функцию 


не Ке Gade Belea eia 
"60 (x,y,z) EV\D. 


Тогда ¥1(Ai) = 0, (41,4). (о) = 9, n #1, и отношение Рэлея при k? = Л, принимает 
значение (Уфу, Уат) гоу) / (41, 41) ги) = А. Предположим, что точная нижняя грань OTHO- 
шения Рэлея достигается на функции ui. Тогда и — собственная функция задачи (16). Как 
известно [10], обобщенное решение иі задачи вида (16) является бесконечно дифференциру- 
емой функцией и удовлетворяет уравнению (1) в области У. Но это противоречит ее опреде- 
лению. Таким образом, точная нижняя грань отношения Рэлея при К? = А строго меньше 
A, и поэтому (А) < ài. В силу монотонного непрерывного убывания и (К) найдется точка 
пересечения К? и (К). Следовательно, существует решение задачи (15). Лемма 1 доказана. 
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Рассмотрим теперь в области Qı задачу 
(Vu, Vv) (оз) = К° (и) (а) Ww EHQ), (21) 


где решение u є Н'(О1). Покажем, что, зная решение задачи (15), можно построить решение 
задачи (21). | 

Лемма 2. Существует решение задачи (21). 

„Доказательство. Предположим, что решение задачи (21) существует. Решение задачи (21) 
является, как известно [10], бесконечно дифференцируемым в 0; и, следовательно, предста: 
вляет собой решение задачи (1), (2). Тогда в силу (5) при z > 22 — т это решение имеет вид 


= One Ih". 


Пусть решение известно при z = 22. Тогда коэффициенты 


ат, = (u, Vn) 1. (92) пе"? (22) 


и решение при 2 > 22 принимает вид 


өе) 


u = У (u, Yn) (с) pne 2), _ (23) 


n=1 


Пусть функция и является решением задачи (15) в области У. Определим функцию и при 
z > 22 равенством (23) и аналогично при 2 < 21 равенством и = У) | (и, Wn) La (Q1) Pre 2-70), 
Определенная таким образом функция и принадлежит [2(01). Действительно, и Е Г2(У). 
В области Qz = ((2,у) Е Q, z > z2) справедливо включение и Є Lo(Qo), поскольку 


Co со оо 
Е 1 
| У офа) ође E de = У 5 (us фа) аз) S С > и) оз) = 


n=l n=) i 


= Ci|lull7,(9,) < Cllulliv- 


Аналогично показываем, что и Є Le(Q3), Оз = ((2,у) ЕП, z< 21). 

Для того, чтобы доказать, что элемент и € H! (Qı), необходимо проверить существование 
обобщенных первых производных и в области Qı и принадлежность Vu Е [Г2(01). Io- 
скольку и Є W, утверждение о принадлежности Vu пространству Lo необходимо доказать 
в областях Qo и Оз. В области Qo имеем 


[ (vw? dV = У (u, Чт). (05) (У Фи, У фа) ме 2102—22) dz + 
n=l 


Q2 | 22 
со 
a У u Wn kasje —27т(2—22) dz = У; № п (м, Pn) La) -+ bi Үп ( u Yn) Laa) = 
n=1 29 п=1 
92 + К? кк 1 
ға (2 y +] (u, tn) 1.02) = = Ум и 4) (5) To р) У y (u, Pn) L(a) < оо, 
n n=l т 


поскольку и Є W и, следовательно, У), Ynlu, Pn)? 1300) < 20: Аналогичным образом дока- 


зывается, что и E€ Н!(03). 

Построенная указанным образом функция и является элементом Н! в области Qı. Для 
доказательства этого утверждения необходимо убедиться в существовании обобщенных про- 
изводных во всей области Qı. Проверки требует, очевидно, только существование обобщенной 
производной ди/02. 
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Поскольку u € НКУ) n u € A!(Qo), для существования обобщенной производной ди/д2 
в области (V U Q2) достаточно, чтобы на сечении 2 совпадали их следы. Действительно, 
обозначим через uy Е [2(2) след и Е H'(V), а через ug, след u ЕН 1(Q2). Тогда для 
любой функции v Е СІ(У ЧО.) получим 


[5 э- ЧУ = / а aar (са 


VUQ2 


Ov Ou 
‚м dS — [v2 dS — [ia dV — J" uz dV = - | uzv dV. 


VUQ2 


Таким образом, существует обобщенная производная ди/д2 в области V U Qo. 

Tak как и задается в области Q2 равенством (23), его след ug, равен uy. 

Аналогично доказывается существование обобщенной производной ди/д2 в области 
V UQ. Таким образом, u E€ H!(Q)). 

Рассмотрим задачу на собственные значения: найти и Є H! (Q1) и k?, удовлетворяющие 


уравнению 
(Vu, Vv) 1, (©1) = К? (и, 5) 1 (©!) Yue C9 (Q1). (24) 


В области Q2 решение и, построенное по формуле (23), удовлетворяет соотношению 


(Vu, Vv) т, (в) — К° (и, v) LQ) = У (и, Yn) Laaa) (V, Yn) Lla)» 


n=l 


поскольку 


(Vu, Vv) LQ) = 


n=l 


= д — 2—2 
= У (и, Pn) Lala) С Үп (2—22) , VLU) 1,09) a (Ze Yn ( и, F 5, — 
| L2(Q2) 


оо 
—Үп(2— 2 —Yn(Z-Z Ov 
= У (и, Yn) (о) (ле Yn ( 2) v) (©. — Yn (+ Yn ( 2) 5, = 
“/ L2(Q2) 


n=1 


м 


(u, Wn) Lo(Q2)((An — 2) (Yn e~ Tl- a : UV) 12 (92) + Yn(v, Wn) Lo(M2)) = 


= DF (us Pn) гаа) (ne), v) гоз) + У (о, Pn) выть) (© Фи) ть) = 


= К? (м, v) La(Q2) T У; Эт (и, Wn) Lo (92) (v, Yn) (95): 


n=1 


Аналогично получаем соотношение 


(Vu, Vv) т, (оз) = k (u,v) (03) = У In (и, bn) тп) (V Pn) tam): 


n=l 


Таким образом, учитывая, что 


2 œ | 
(Уи, Уо) гу) F ` >. Yn(u, Vn) LoM) (V, Wn) LN) = к? (и, 0)1,(у); 
1=1 n=l 
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убеждаемся в справедливости равенства (24). 
Поскольку CE (Qı) плотно в Н\(О1), то уравнение (24) справедливо при всех v € H! (Q). 
Таким образом, лемма 2 доказана. 


Отсюда следует, что задача (1), (2) имеет классическое решение, поскольку и Е С°°(01). 
Доказательство бесконечной дифференцируемости решения задачи (24) стандартно. 
В результате доказана 


Теорема 1. Дискретный спектр задачи (1), (2) непуст. 
Замечание. Выбор пространства С0(01) в уравнении (24) связан с необходимостью pac- 
смотрения рядов вида Уп (и, Yn) La) (0 Pn) 12(9;): Ряд сходится при любом V, поскольку 


Eat (нежны) 
> пх, Yn) La(Ni) Yn V, Pn) 1 (9; А 
n=1 


n=l 


` уп (м, Wn) т. ( 9) (v, Wn) LN) 


n=l 


При этом для v Е CE (Qı) ряд X Үп (0, Pn) Laa) сходится, так как V принадлежит про- 


странству Н!(9;). Для элемента пространства H!(Q;) справедливо неравенство 


оо 
` Yn (v, Yn) ia) < OO, 


n= | 


поскольку если о = У pai (V, Yn) L(a: Фи, TO Viv = У) (0, ра), (о) Мі и 


оо 


(Viv, Уо), о) = У (v, Yn) zaa (У У 14.) LQ) = 


И! 


оо оо 
= У (9,4) о > У (0,4) о. 
n=l 


n=l 


Дополнение. В работе [4] доказательство непустоты дискретного спектра оператора Jla- 
пласа в криволинейной полосе основано на отображении криволинейной полосы на прямоли- 
нейную и сведении возникающей задачи к задаче для оператора типа оператора Шрёдингера 
с некоторым эффективным потенциалом. При этом потенциал зависит от первых и вторых 
производных кривизны области. Поэтому граница области предполагается дважды непрерыв- 
но дифференцируемой. В случае наличия угловых точек эффективный потенциал содержит 
дельта-функцию и ее производные. Применяемый ранее метод позволяет исследовать эту за- 
дачу аналогично случаю локально расширяющегося цилиндра. 

Рассмотрим задачу о согнутой полосе с одной угловой точкой: Q = Qı U Q2 U Оз, где 
Qı = (x Є (—oo, 0], у Є [0, 1]), Q = (0 <т< 1,0 < ф < фо), C= (x? + (y — a 
tep=az/(1—y), Оз = (2' Е [0, 00), у Є [0,1]), т = соѕфот + віп oy, у = — sin фот + cos doy. 

Рассмотрим спектральную задачу 


—Ди = Ки, шәр = 0, u€ 15(0), (25) 
в полярной системе координат 


10 ди 10и 2 


с граничными условиями на прямолинейных сторонах сектора 


1 ди = , 
T. =? ` уп (м, sin ттт) 1,08) sin mr, (27) 


n=l 
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1 Ou = 
05 =) >. Yn(u, sin TNT) 1. (51) SIN TNT. (28) 


Введем пространство W с нормой 


2 оо 
luly = lulla У У m(u, sin rnr)? esy 


i=1 n=1 
Будем искать обобщенные решения задачи (25), (27), (28) 


2 © 


(Vu, Vv) т, (а) + ` ` ~%n(u, sin TNT) 12(5;) (9, sin ТТ) 1,5 (5;) = К? (и, и) La (92) 


i=l n=] 


в пространстве W. 
Задача 


2 œ 


(Vu, Vv) г. (а) + В ` Yn(u, sin mnr) zs; (V, sin mnr) rs) = А(и, v) гоз) (29) 


i=1 n=1 


имеет по крайней мере одно собственное значение Ау. Наименьшее собственное значение может 
быть определено исходя из принципа Рэлея 


2 oo 
А: = int (Vu, Уи) (өз) + У) зт) а) (а). 


i=] n=1 


В качестве функции и возьмем ѕіп пт. Рассмотрим вариационный функционал при k = т. 
Тогда Л! < (V sinar, У 1 эт лг) уо) / (и, u) L (92) = п?. 

Поскольку ѕіп пт не является собственной функцией задачи (29), то А (л?) < л?. Поэтому 
найдется 0 < k? < п? такое, что А (К) = К. 

Отсюда следует, что задача (25) имеет решение, т.е. справедлива 

Теорема 2. Дискретный спектр оператора Лапласа в согнутой полосе с угловой точкой 
не пуст. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(проекты 00-01-00111, 02-01-00271) и программы “Университеты России” (проект УР 02.03.010). 
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